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Nous associons une courbe elliptique Et a tout discriminant t{0 d’un polyno^me
unitaire de degre n1. Pour tout polyno^me unitaire de degre n=3, 4, nous
construisons un point rationnel P0 sur Et(Q) qui n’est ge ne riquement pas de
torsion. Pour n=4, nous prouvons que Et est isomorphe a la cubique C qui est
associe e dans J. Symbolic Comput. 16 (1993), 563584, a tout corps quartique. Les
auteurs (I. Gaal, A. Petho , et M. Pohst) construisent e galement une surface S lie e
a la cubique C. Nous calculons la dimension de Kodaira et la dimension de
la varie te d’Albanese de S et pre cisons la classe a laquelle S appartient dans
la classification des surfaces alge briques. Nous e tudions sur un exemple nos con-
structions, et re pondons a une question de Petho . Dans un appendice e crit en colla-
boration avec S. Fermigier et C. Fieker, nous e tudions les courbes elliptiques
Et obtenues pour les 8766 discriminants |t|50000 de polyno^mes unitaires
cubiques (ou quartiques), et montrons que, pour 49.4750 de ces t, l’indice dans
Et(Q)Et(Q)tors du sous-groupe engendre par les repre sentants des classes modulo
Z-e quivalence de polyno^mes cubiques (ou quartiques) unitaires de discriminant
t est fini.  1999 Academic Press
1. INTRODUCTION
Soit n un entier 1, A1 , ..., An des inde termine es et
P(X)=Xn+A1 Xn&1+ } } } +An
un e le ment unitaire de K=Q(A1 , ..., An) de discriminant t{0. A ces
donne es on associe la courbe elliptique Et de finie sur K par l’e quation
Y2=X3+16t.
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Nous conside rons ici principalement les cas n=1, 3 et 4. Sous ces hypo-
the ses, nous construisons un point P0 de Et(K) associe a P(X) et montrons
le re sultat suivant:
The ore me 1.1. Si n=3 ou 4 et si K est le corps de de finition de Et et
posse de un degre de transcendance sur Q e gal a n, alors P0 n’est pas de
torsion et donc le rang sur K de Et est 1. Par ailleurs, le groupe de torsion
rationnel sur K(- t) de Et est isomorphe a Z3Z.
Ce premier re sultat a motive une question de Petho [8], dont la re ponse
est contenue dans le the ore me suivant:
The ore me 1.2. Les points P0 associe s aux polyno^mes cubiques ou quarti-
ques de discriminant t de finissant des corps non-isomorphes ne sont pas
syste matiquement inde pendants dans le groupe de Mordell Weil de Et(K).
La motivation premie re de ce travail re side dans [5] et [7], ou les auteurs
associent a tout corps quartique Q(!) de polyno^me minimal
P(X )=X 4+A1 X 3+A2 X 2+A3 X+A4
une e quation cubique
F(u, v)=u3&A2u2v+(A1 A3&4A4) uv2+(4A2 A4&A23&A
2
1A4) v
3=im ,
ou im est un entier obtenu explicitement en fonction d’indices d’e le ments du
corps de base Q(!). Il existe un e le ment entier de Q(!) d’indice minimal.
Cet e le ment engendre e galement Q(!), et quitte a changer ! (et donc
P(X )), on peut supposer ! d’indice minimal. En ce cas, im=d 6 pour un
entier naturel d{0, si bien qu’il apparait naturel d’e tudier la cubique (C)
de finie sur Q(A1 , A2 , A3 , A4) par l’e quation affine
F(u, v)=1,
y compris dans le cas ou le polyno^me quartique n’est pas irre ductible
sur Q. Avec les notations pre ce dentes, on a
The ore me 1.3. Si t{0, la cubique (C) de finit une courbe elliptique
isomorphe a la courbe de Mordell Et .
Les auteurs de [5] de finissent e galement une surface S e troitement lie e a
la cubique C. Dans cet article nous comple tons [5] en pre cisant la dimen-
sion de Kodaira }(S), la dimension q(S) de la varie te d’Albane se de S et
la classe a laquelle appartient la surface S dans la classification des surfaces
alge briques complexes:
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The ore me 1.4. La surface S est une surface elliptique de dimension de
Kodaira }(S)=1, et la dimension de sa varie te d ’Albane se est q(S)=1.
Cet article est structure de la manie re suivante: dans la section 2, nous
de finissons en fonction d’un parame tre t{0 deux courbes elliptiques E et
Et relie es par une 3-isoge nie explicite. Dans la section 3, si t{0 est le
discriminant d’un polyno^me P(X) unitaire de degre n=1, 3 ou 4, nous
construisons un point explicite P0 sur Et(K). Dans la section 4, nous
pre cisons les conditions sous lesquelles P0 n’est pas un point de torsion
dans le cas n=3 ou 4 (P0 est un point de torsion rationnel dans le cas
n=1, voir section 3), et montrons le the ore me 1.1. Dans la section 5, ou
nous supposons n=4, nous montrons le the ore me 1.3 en explicitant un
morphisme birationnel entre la cubique (C) et la courbe elliptique Et , ainsi
que l’image re ciproque sur (C) du point P0 . Dans la section 6, nous
rappelons la construction de [5] de la surface S, et montrons le the ore me
1.4. Dans la section 7, nous illustrons nos constructions sur un exemple, et
montrons le the ore me 1.2. Les calculs ont e te effectue s a l’aide des logiciels
de calcul formel Maple, Apecs et Kant.
Dans l’appendice [4], connexe a cet article et re dige en collaboration
avec S. Fermigier et C. Fieker, nous e tudions les courbes elliptiques Et
obtenues pour les 8766 discriminants |t|50000 de polyno^mes unitaires
cubiques (ou quartiques), et montrons que, pour 49.4750 de ces t, l’indice
dans Et(Q)Et(Q)tors du sous-groupe engendre par les repre sentants des
classes modulo Z-e quivalence de polyno^mes cubiques (ou quartiques)
unitaires de discriminant t est fini.
2. DE FINITION DE E ET DE Et
Soit t{0 et conside rons E et Et les courbes elliptiques d’e quations
respectives
y2=4x3&27t
et
Y 2=X 3+16t.
Ces deux courbes elliptiques sont relie es par une 3-isoge nie donne e par
.: E  Et
(x, y)  (X, Y)=\4(x
3&27t)
9x2
,
4y(x3+54t)
27x3 + .
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En effet,
Y2&X3&16t=
16(x3+54t)2 (27t+ y2&4x3)
729x6
.
Cette isoge nie est donne e si on le souhaite par les formules de Ve lu [9],
et traduit le fait que Et est isoge ne au quotient de E par son sous-groupe
de 3-torsion rationnel.
Remarque. E et Et sont a multiplication complexe par Q(- &3) et
isomorphes sur ce corps.
Il est loisible de conside rer le cas ou t est le discriminant d’un polyno^me
P(X )=Xn+A1 Xn&1+ } } } +An
de degre n1 sans racines multiples. Nous envisageons le cas n=1, 3 et 4
dans la section suivante.
3. EXISTENCE D’UN POINT RATIONNEL SUR E ET Et
Avec les notations du tableau pre ce dent, si Ai est affecte du poids i, le
calcul e tablit le the ore me suivant:
The ore me 3.1. Si n=1, 3 ou 4, A(n) et B(n) sont des e le ments de
Z[A1 , ..., An] homoge nes de poids respectifs (n(n&1))3 et (n(n&1))2, tels
que
27t=4A(n)3&B(n)2.
En d’autres termes, la courbe elliptique E posse de le point rationnel
(A(n), B(n)). Notons
P0=.(A(n), B(n))=\4(A
3(n)&27t)
9A2(n)
,
4B(n)(A3(n)+54t)
27A3(n) +
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son image sur Et par l’isoge nie .. Nous dirons ici que le point P0 , ou que
les quantite s A(n), B(n) ainsi construits sont associe s au polyno^me P(X).
Remarque. Dans le cas n=3, nous disposons d’une seconde construc-
tion de P0 . En effet, sur son corps de de composition, P(X )=(X&t1)_
(X&t2)(X&t3) et t=(t1&t2)2 (t1&t3)2 (t2&t3)2. Le calcul montre que le
point (4(t1&t3)(t2&t3), 4(t2&t3)(t1&t3)(t1+t2&2t3)) est un point
rationnel de Et(Q(t1 , t2 , t3)). La somme sur les 3 conjugue s (obtenus en
permutant simplement les ro^les des ti) de ce point est naturellement un
e le ment de Et(Q(A1 , A2 , A3)). On ve rifie que cet e le ment est P0 .
Lemme 3.2. Si n=1, 3, 4, et si P0 est associe a P(X), alors P0 est e gale-
ment associe a P(X+z). Si n=3, 4, alors son oppose , &P0 , est associe a
(&1)n P(&X).
En effet, pour n=1, 3, 4, A(n) et B(n) associe s a P(X) le sont encore a
P(X+z). Si n=3, 4, A(n) et &B(n) sont associe s a (&1)n P(&X).
Conside rons le cas n=1: la courbe elliptique d’e quation y2=4x3&27,
qui correspond a ce cas est de Q-rang nul, et le point (A(1), B(1))=(3, 9)
est de 3-torsion et engendre le groupe E(Q). Une autre fac on d’e tablir ce
re sultat est de remarquer que la courbe elliptique E1 est Q-isomorphe a la
courbe A27 de rang nul (voir [3]). En fait le groupe E1(Q)&Z3Z est
engendre par le point P0 .
Dans la section suivante, si n=3 ou 4, nous montrons que le point P0
n’est en ge ne ral pas un point de torsion sur Et .
4. CONDITIONS POUR QUE P0 NE SOIT PAS DE TORSION
On e tablit des conditions sous lesquelles le point P0 n’est pas un point
de torsion de la courbe elliptique Et . Pour cela, on utilise le re sultat suivant
du^ a Fueter: le groupe de torsion rationnel d’une courbe de Mordell
d’e quation y2=x3+k est isomorphe a Z6Z, Z3Z, Z2Z ou au groupe
trivial. En conside rant les coordonne es formelles de [2]P0 et de [3]P0 , on
de duit aise ment les lemmes suivants.
Lemme 4.1. Si n=3, il existe un polyno^me explicite N, e le ment de
Z[A(3), t], de degre en A(3) e gal a 60 et en t e gal a 15 tel que P0 est un
point de torsion si et seulement si
A(3) B(3)(A(3)3+54t)(A(3)3&27t)(64A(3)9
&162t(&211A(3)6&864tA(3)3+7776t2)) N=0.
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Plus pre cise ment, l’annulation de A(3), B(3)(A3(3)+54t), (A(3)3&27t)_
(64A(3)9&162t(&211A(3)6&864tA(3)3+7776t2)) et de N traduisent
respectivement que P0 est un point d’ordre 1, 2, 3 ou 6.
Lemme 4.2. Si n=4, il existe un polyno^me explicite M, e le ment de
Z[A(4), B(4), t], de degre en A(4) e gal a 57, en B(4) e gal a 6 et en t e gal
a 19, tel que P0 est un point de torsion si et seulement si
A(4) B(4)(A(4)3+54t)(4A(4)3&27t)(A(4)3&27t)(16A(4)9
+9153A(4)6 t+34992A(4)3 t2&314928t3) M=0.
Plus pre cise ment, l’annulation de A(4), B(4)(A(4)3+54t), (4A(4)3&27t)_
(A(4)3&27t)(16A(4)9+9153A(4)6 t+34992A(4)3 t2&314928t3) et de M
traduisent respectivement que P0=, ou que P0 est un point d’ordre 2, 3
ou 6.
En particulier, pour n=3 ou 4, si K=Q(A1 , ..., An) est le corps de de fini-
tion de Et et si son degre de transcendance sur Q est e gal a n, alors le point
P0 est d’ordre infini. Par ailleurs, il est clair sur l’e quation de Et que le
point (0, - t) de finit un point de 3-torsion rationnel sur K(- t). En ge ne ral,
le groupe de torsion K-rationnel de Et est trivial, comme on le ve rifie par
spe cialisation. Les re sultats pre ce dants e tablissent le the ore me 1.1.
Remarque. Comme nous l’a indique le referee, dans le cas n=3, l’asser-
tion du the ore me 1.1 est essentiellement la rede couverte du Lemme 1 de [2].
5. LE MORPHISME ENTRE LA CUBIQUE (C) ET
LA COURBE ELLIPTIQUE ET
Dans cette partie, on suppose que P(X )=X4+A1 X3+A2 X2+A3 X+
A4 est un polyno^me quartique de discriminant t{0. On ve rifie aise ment
que ceci e quivaut a la non singularite de la cubique (C) et de la courbe
de Mordell Et . Sous cette hypothe se, Et de finit donc une courbe elliptique,
et (C) e galement puisqu’elle posse de le point rationnel (u, v)=(1, 0).
Notons:
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Le calcul montre que
f : C  Et
(u, v)  (X, Y )=\4 2a1u+a2v+a13(u&1)+a3v , 4
b1u2+b2 v2+b3 uv&b1
(3(u&1)+a3v)2 +
de finit en ge ne ral un isomorphisme d’inverse note g. Plus pre cise ment, il
existe c1 , c2 , c3 des e le ments explicites de K=Q(A1 , A2 , A3 , A4) tels que la
relation suivante soit ve rifie e:
[b1u2+b2 v2+b3uv&b1]2&4[2a1 u+a2v+a1]3 [3(u&1)+a3v]
&t[3(u&1)+a3v]4=[c1u+c2v+c3][F(u, v)&1].
Ceci e tablit le the ore me 1.3. L’image re ciproque sur (C) du point P0 est
donne e par
(u0 , v0)= g(X0 , Y0)=\3(a1 a3+3a2)b1 , &
27a1
b1 + .
6. DE FINITION ET CALCUL DES INVARIANTS
DE LA SURFACE S
Dans [5], les auteurs de finissent une surface S obtenue comme e quation
de forme d’indice. On peut la de finir par l’e quation suivante:
F(Q1(x, y, z), Q2(x, y, z))=1,
ou
Q1(x, y, z)=x2&A1xy+A2 y2+(A21&2A2) xz+(A3&A1A2) yz
+(A4+A22&A1A3) z
2
et
Q2(x, y, z)= y2&xz&A1yz+A2z2.
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En d’autres termes, on a une application
?: S  C
(x, y, z)  (u, v)=(Q1(x, y, z), Q2(x, y, z)).
Le calcul montre que la surface S n’est pas lisse. L’objet de cette section est
de pre ciser les invariants ge ome triques de la de singularise e de la surface S,
afin de de terminer a quelle classe elle appartient.
On de finit } comme e tant la dimension de Kodaira de la de singularise e
de S (voir [1, p. 116]. Par abus de langage, on appellera } la dimension
de Kodaira de S), et q=dim H0(S, 01), si bien que 2q=dim H1dR(S, C).
Le calcul montre que la fibre ge ne rique est de genre 1. En effet, si on
spe cialise en (A1 , A2 , A3 , A4)=(&1, &6, 2, 14) et en (u1 , v1)=(1, 0), alors
on ve rifie que ?&1 (u1 , v1) est isomorphe a la courbe d’e quation
T 2=Y 4+3Y 3&3Y 2&9Y+10,
qui de finit bien une courbe de genre 1, d’invariant modulaire j(?&1(u1 , v1))
e gal a 59270400010333. Il en de coule que la surface S n’est ni une surface
rationnelle, ni une surface re gle e. En effet, dans le premier cas, il y aurait
une application non-constante de P1 dans C, ce qui est impossible. Dans le
second cas, une surface re gle e e tant couverte par des P1, chaque fibre de ?
serait un P1, ce qui n’est pas le cas. Ceci montre en particulier que }{&1.
La surface S est donc une surface elliptique fibre e au dessus d’une courbe
elliptique. Par conse quent, }{2. En effet, les seules surfaces de dimension
de Kodaira e gale a 2 sont les surfaces de type ge ne ral, or aucune surface
elliptique n’est de type ge ne ral. Ceci montre que }=0 ou }=1. La surface
S n’est pas non plus une surface d’Enriques ou une surface K3. En effet, si
| est une 1-forme holomorphe non-nulle sur C, ?*(|) de finit une 1-forme
holomorphe non-nulle sur S. En particulier H1dR(S, C){[0]. Or cet espace
serait re duit a ze ro si S e tait une surface d’Enriques ou une surface K3. Il
reste donc les possibilite s suivantes:
v }=0 alors S est une varie te abe lienne ou une surface bielliptique
(on dit parfois une surface hyperelliptique).
v }=1. C’est e quivalent au fait que l’invariant modulaire j(?&1(u, v))
soit non-constant.
Il convient donc de pre ciser si j(?&1(u, v)) est constant ou non, sachant
que la courbe elliptique ?&1(u, v) est de finie sur Q(A1 , A2 , A3 , A4)(u, v),
ou u, v sont relie s par F(u, v)=1. On reprend pour cela le cas (A1 , A2 , A3 , A4)
=(&1, &6, 2, 14). Le calcul montre (voir la section 5) que le point
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(u0 , v0)=(181111, &35111) est rationnel sur la cubique C. Il est loisible
de conside rer la courbe ?&1(u0 , v0). Le calcul montre que l’invariant de
cette courbe n’est pas un e le ment de Q (en particulier, cette courbe n’est
pas de finissable sur Q). Nous avons donc montre que j(?&1(u, v)) est non-
constant puisque j(?&1(u0 , v0)) est ne cessairement distinct de j(?&1(1, 0))
# Q. Enfin, dans ce cas, l’exercice 1, page 150 de [1] montre que q(S)=
g(C)=1 (la surface S est birationnelle a une surface minimale et q(S) est
un invariant birationnel), et e tablit le the ore me 1.4.
7. UN EXEMPLE: t=42817
Dans [8], Petho pose la question suivante: les points rationnels de Et
associe s aux polyno^mes cubiques ou quartiques de discriminant t de finis-
sant des corps non-isomorphes sont-ils inde pendants dans le groupe de
Mordell-Weil de Et ?
Cette question motive les calculs explicites suivants: conside rons le cas
(sugge re par Petho ) ou t=42817. Le rang de la courbe E42817 est e gal a 5.
Notons E 42817 sa forme de Weierstra? minimale:
y2+ y=x3+10704.
Son groupe de Mordell Weil est engendre par les points
R1=(2, 103), R2=(&22, 7), R3=(32, 208),
R4=(12, 111), R5=(122, 1351).
Rappelons que deux polyno^mes T1(X ), T2(X ) # Z[X] sont Z-e quivalents
s’il existe un e le ment # # Z tel que T1(X )=\T2(\X+#) (en d’autres
termes, T1 et T2 satisfont a une transformation de Tschirnhausen). Le
lemme 3.2 montre en particulier que, si T1(X ) et T2(X ) sont des polyno^mes
cubiques ou quartiques Z-e quivalents et de discriminant t, les points T1 et
T2 qu’ils de finissent sur Et sont e gaux ou oppose s.
Dans la liste suivante, Si (X) (resp. S i (X )) de signent les onze (resp. trois)
polyno^mes cubiques (resp. quartiques) modulo Z-e quivalence, de discrimi-
nant t=42817. Les polyno^mes S1(X ), S2(X ), S3(X ) engendrent des corps
cubiques non-isomorphes, de groupe de classes isomorphes a Z3Z. Le
corps engendre par S4(X ), S5(X ), S6(X ) et S7(X ) (resp. S8(X ), resp.
S9(X ), S10(X), S11(X )) est isomorphe a celui engendre par S1(X ) (resp.
S2(X ), resp. S3(X)). Les polyno^mes S i (X) engendrent des corps quartiques
non-isomorphes de groupes de classes isomorphes a Z3Z pour S 1(X ) et
S 3(X ), et trivial pour S 2(X ).
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S1(X )=X3&61X+179, S 1=X4&2X3+9X 2&7X+12,
S2(X )=X3&25X+27, S 2=X4&X3+3X2+2X+5,
S3(X )=X3+X2&34X+55, S 3=X4&2X3+5X2&3X+8.
S4(X )=X3+X2&68X+191,
S5(X )=X3+X2&80X&301,
S6(X )=X3+X2&11014X&448595,
S7(X )=X3&19231X+1026481,
S8(X )=X3&2941X+61389,
S9(X )=X3&115X+473,
S10(X )=X3+X2&174X+827,
S11(X )=X3&3247X+71215,
Notons encore Si (resp. S i) l’e le ment de E 42817(Q), obtenu comme image de
l’e le ment de E42817 note P0 dans la section 3, et associe au polyno^me Si (X )
(resp. S i (X )). Il est aise d’e tablir les relations suivantes:
(&1) S 1=S1=&R1+R2&R3+R4 , S4=R1+2R2+R3&R4 ,
(&1) S 2=S2=R1+R3&R5 , S5=&2R1&R2+R3&R4 ,
(&1) S 3=S3=&R2&R4+R5 , S6=R1&R2&2R3+2R4 ,
S7=&2R1&R2&2R3+2R4 ,
S8=2R1+3R2&R3+R5 ,
S9=&2R2+R4&R5 ,
S10=&R2+2R4+R5 ,
S11=&R2&R4&2R5 .
Il est clair que
S1+S2+S3=.
Ceci apporte donc une re ponse ne gative a la question de Petho , et e tablit
le the ore me 1.2. Compte tenu de ce re sultat, il est tentant de regarder la
nature du groupe engendre par tous les points Si (1i11), et pas seule-
ment S1 , S2 , S3 . Le calcul montre aise ment le re sultat suivant:
The ore me 7.1. Le groupe engendre par S1 , S2 , S4 , S5 et S10 est un
sous-groupe d ’indice 3 du groupe de Mordell-Weil de E42817 .
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Le fait que S i=(&1) Si pour 1i3 est le reflet du phe nome ne ge ne ral
suivant:
Lemme 7.2. Soit S (X )=X4+A 1 X3+A 2 X2+A 3 X+A 4 un polyno^me
quartique de discriminant t, auquel est associe le point P0 sur la courbe Et ,
comme explique dans la section 3. Il existe un polyno^me cubique S(X )=X 3
+A1 X2+A2X+A3 de me^me discriminant et auquel est associe le point
\P0 sur Et . De plus S(X ) est Z-e quivalent a la re solvante cubique de S(X ).
En effet, il est possible de re soudre line airement en A2 , A3 les e quations
A(4)=A(3), B(4)=B(3). Le polyno^me cubique S(X ) ainsi obtenu a le
me^me discriminant t que le polyno^me quartique S (X ), et de finit le me^me
point (ou l’oppose du me^me point) P0 (avec les notations de la section 3)
sur Et . Le calcul montre que S(X ) est Z-e quivalent a la re solvante cubique
de S (X).
Remarque. En revanche, tout polyno^me unitaire de degre 3 sans racines
multiples n’est pas ne cessairement la re solvante cubique d’un polyno^me
quartique. En effet, soit S(X )=X 3+A1 X2+A2 X+A3 # Z[X] sans
racines multiples et P(x)=x4+ux3+vx2+wx+z # Z[x]. Alors S(X) est
la re solvante cubique de P(x) si et seulement si le syste me suivant est
satisfait:
v=&A1
{z=uw&A24.(u, w)=0
ou
.(u, w)=w2+\u
3
4
+uA1+ w&u
2
4
A2+A3&A1 A2 .
Comme . est quadratique en w, il existe une solution au syste me si et
seulement si le discriminant de . par rapport a w est un carre . En d’autres
termes les solutions rationnelles (u, v, w, z) au syste me sont parame tre es par
les points rationnels a distance finie de la courbe C d’e quation
Z2=U 6+2A1U4+(A21+A2) U
2+A1A2&A3 .
Cette courbe est ge ne riquement de genre 2 (elle est de genre 1 si et seule-
ment si A3=A1 A2), et sa jacobienne est ge ne riquement (2, 2)-isoge ne sur
Q(A1 , A2 , A3) a un produit de courbes elliptiques.
Notons e galement que deux polyno^mes cubiques unitaires de Z[X]
Z-e quivalents ne produisent pas des courbes de genre 2obtenues comme
ci-dessusisomorphes, comme on le voit aise ment par spe cialisation sur le
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calcul des invariants d’Igusa [6]. A fortiori, des polyno^mes cubiques qui
engendrent des corps isomorphes ne produisent pas des courbes de genre
2 isomorphes.
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l’approche), en e tudiant statistiquement la question naturelle suivante: les
points associe s aux repre sentants des classes modulo Z-e quivalence des
polyno^mes cubiques de discriminant t, que les corps qu’ils de finissent soient
isomorphes ou non, engendrent-ils un sous-groupe d’indice fini de Et(Q)?
Compte tenu des lemmes 3.2 et 7.2, il est en effet inutile de conside rer les
polyno^mes quartiques de discriminant t donne , puisque le point P0 qui leur
est associe co@ ncide avec le point P0 (ou l’oppose de ce point) associe a leur
re solvante cubique.
1. Obtention des polyno^mes
Pour &50000t50000, les calculs mene s montrent qu’environ 110
des 50000 entiers ne gatifs (resp. 6,50 des 50000 entiers positifs) conside re s
apparaissent comme discriminants de polyno^mes cubiques unitaires P(X ).
La diffe rence importante des pourcentages s’explique par le fait qu’il y a
beaucoup moins de polyno^mes cubiques totalement re els, i.e., dont le
discriminant t est >0, que de polyno^mers cubiques ayant deux racines
complexes conjugue es.
Pour chacun des ces t, nous avons de termine des repre sentants
S1(X ), ..., S l (X ) des classes de Z-e quivalence de ces polyno^mes. Nous avons
utilise pour cela la me thode de crite dans [8], et que nous rappelons
rapidement. Deux cas sont a conside rer, selon que P(X ) est irre ductible ou
pas.
Dans le cas ou l’on cherche des solutions P(X ) irre ductibles (si elles
existent), on de termine dans un permier temps tous les corps cubiques
non-isomorphes de discriminant t, avec la me thode donne e dans [7]. Une
alternative a cette me thode (souhaitable si on de sire e tendre les re sultats
donne s ici) serait d’utiliser celle de crite dans [1], et ame liore e dans [3].
Dans un deuxie me temps, l’on re sout des e quations de formes d’indice pour
obtenir les polyno^mes ade quats.
Le cas ou l’on cherche des solutions P(X ) re ductibles (si elles existent)
est plus simple, puisqu’a une factorisation de P(X) correspond une fac-
torisation de t. Ainsi, on de termine d’abord toutes les factorisations de t, a
l’aide desquelles on trouve les coefficients (comme solutions d’e quations
quadratiques) des facteurs de degre 1 et 2 de P(X ).
Le premier (resp. le deuxie me) tableau suivant donne la re partition des
3261 (resp. 5505) discriminants t>0 (resp. t<0) selon le nombre de
repre sentants associe s. Si t>0, le nombre moyen de tels repre sentants est
de 1.524, et le maximum est de 11 atteint en t=32009, 42817, 46548.
t>0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3261 2222 649 246 80 34 12 7 5 2 1 3
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Si t<0, le nombre moyen de tels repre sentants est de 1.335, et le maxi-
mum est de 15, atteint en t=&24300.
t<0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 15
5505 4473 673 150 88 62 30 16 4 4 3 1 1
Pour obtenir les deux tableaux pre ce dents, nous avons utilise pendant
environ 9 jours le logiciel KASH 1.9 sur une SGI Origin200 avec 250 MB
de me moire sous IRIX 6.4.
2. Obtention des rangs et indices
2.1. Me thode utilise e. Pour chacun des t de cette liste, nous avons
construit la courbe elliptique associe e Et , de termine son rang (modulo
e ventuellement la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer), construit les
points S1 , ..., Sl associe s aux polyno^mes du me^me nom, calcule le rang de
ces points dans le groupe de Mordell-Weil Et(Q) et enfin de termine ,
lorsque cela e tait possible et opportun, l’indice du sous-groupe engendre
par les classes de S1 , ..., Sl dans Et(Q)Etors(Q).
Le rang des courbes Et(Q) a e te de termine de trois fac ons diffe rentes:
v Par la comparaison avec les tables calcule es par J. Gebel, A. Petho ,
et H. G. Zimmer [4]. Ces tables fournissent de fac on inconditionelle le
rang de toutes les courbes elliptiques y2=x3+d avec |d |<100000, et par
ailleurs, sauf pour un millier environ d’exceptions, un syste me de
ge ne rateurs du groupe de Mordell-Weil, gra^ce a des me thodes a la fois
analytiques (conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer) et alge briques
(2-descente et, le cas e che ant, 3-descente).
Les courbes qui nous inte ressent correspondant a |t|<50000, donc a
|d |<800000, cette liste n’e tait cependant pas suffisante pour traiter toutes
les donne es dont nous disposions.
v Analytiquement, modulo la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer, en calculant l’ordre d’annulation en 1 des fonctions L associe es aux
courbes conside re es.
v Alge briquement, par l’utilisation du programme mwrank de John
Cremona, qui implante de fac on tre s efficace un algorithme de 2-descente.
Ce programme fournit en ge ne ral le rang et un syste me de ge ne rateurs du
groupe de Mordell-Weil, mais peut e chouer dans certains cas, soit en
pre sence d’un groupe de Tate-Shafarevic non trivial, soit lorsque les
hauteurs des ge ne rateurs sont excessives par rapport au temps de calcul
alloue .
Au cours de notre calcul principal, sur les 8766 courbes conside re es,
mwrank a re ussi a de terminer le rang de fac on inconditionelle dans tous les
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cas sauf 67. Parmi ces 67 exceptions, la connaissance de la parite (analy-
tique) permet de conclure dans 8 cas, les autres correspondant a des cour-
bes exclusivement de rang (analytique) 1 pour t>0, mais aussi de rang
(analytique) 0 et 2 pour t<0. Sur les 8699 cas restants, le programme n’a
pas re ussi a obtenir de fac on inconditionelle un syste me de ge ne rateurs du
groupe de Mordell-Weil seulement pour 3218 d’entre eux.
Concernant la me thode analytique que nous avons implante e pour
ve rifier les re sultats fournis par les deux autres me thodes, il est a noter
que les courbes e tudie es e tant a multiplication complexe par le corps
Q(- &3)=Q( j) (ou j=e2i?3), le prolongement analytique des fonctions L
calcule es (conjecture de Hasse) est un re sultat acquis. Par ailleurs, pour d
fixe , le nombre de points Np de la courbe y2=x3+d sur le corps fini Fp ,
quand p ne divise pas 6d, s’obtient de fac on simple et rapide en sachant que
[5, ch. 18, th. 4]: Np=p+1 quand p#2 (mod 3) et que
Np=p+1+\4d? +6 ?+\
4d
? +6 ? ,
quand p#1 (mod 3), ou p=?? , avec ? # Z[ j] et ?#2 (mod 3), et ou
(u?)6 de signe l’unique racine sixie me de l’unite ‘ telle que ‘#u( p&1)6
(mod ?).
Connaissant les coefficients ap= p+1&Np , il est alors facile de de ter-
miner le signe = de l’e quation fonctionnelle F(z)=&=N&1z&2F(&1Nz), ou
N et F(z)=n=1 ane
2i?nz sont respectivement le conducteur et la forme
parabolique de poids deux associe s a la courbe. Il suffit en effet de calculer
en simple pre cision F(1.1- N) et F(11.1 - N) et de comparer les signes.
Une fois connu le signe de l’e quation fonctionnelle, donc la parite du
rang, il est facile de calculer les valeurs de L(r)(1), a l’aide par exemple de
la me thode de crite par Buhler, Gross, et Zagier [2]. On utilise en effet la
formule
L(r)=2r ! :

n=1
an
n
Gr(2?n- n),
et le de veloppement en se rie entie re
Gr(x)=Pr(log x)+ :

n=1
(&1)n&r
nr n!
xn,
ou Pn est un polyno^me de degre r sur R, en tronquant les se ries entie res
a n<2.9 - N, ce qui permet d’obtenir une pre cision suffisante sans passer
par des calculs en multipre cision.
2.2. Moyens mis en quvre. Nos calculs ont e te effectue s en une semaine
environ sur un Pentium-II a 266 MHz sous Linux (noyau 2.0.33, syste me
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Debian GNULinux 1.3.1), gra^ce a des programmes e crits en C (gcc ver-
sion i486-linux 2.7.2.1) et en Python (version 1.5), utilisant les librairies
PARI (version 2.0.6-alpha) et PariPython (version 2.0.pre-alpha) ainsi que
le programme mwrank (version du 6398) utilise comme processus
externe).
2.3. Re sultats. Pour |t|<6245, la comparaison croise e entre les tables
de [4], les re sultats fournis par mwrank et le calcul du rang analytique per-
met d’obtenir le rang avec un niveau de confiance satisfaisant (nous avons
cependant mis en e vidence une erreur dans les tables de [4]: la courbe
note e E19248 dans ces tables, qui correspond a t=&1203, est de rang 2
comme le montrent tant l’approche analytique qu’alge brique de crits dans la
section 2.1, et non pas 1 comme indique dans [4]. En tout e tat de cause,
nous avons privile gie le rang analytique calcule par nos soins) et le re gu-
lateur avec une confiance plus relative.
Il y a 1443 courbes Et qui correspondent a des discriminants de
polyno^mes et qui rentrent dans les tables de [4]. Le tableau suivant, qui
traduit en nombre de courbes (et en pourcentages) nos re sultats dans ce
cas, se lit de la manie re suivante: les rangs des courbes sont 4, la
premie re ligne de signe le rang des points donne s par les polyno^mes, en
d’autres termes, le rang du sous-groupe engendre par S1 , ..., S l , et la
premie re colonne le rang de la courbe.
0 1 2 3 4
0 23 (1.5940) 0 0 0 0
1 3 (0.2080) 578 (40.0550) 0 0 0
2 0 424 (29.3830) 250 (17.3250) 0 0
3 0 39 (2.7030) 59 (4.0890) 61 (4.2270) 0
4 0 0 1 (0.0690) 3 (0.2080) 2 (0.1390)
Pour 914 de ces courbes, soit 63.340, l’indice I de (S0 , ..., Sl) dans
Et(Q)Et(Q)tors est fini. La re partition de I, en abscisse, en fonction du rang
des courbes, en ordonne e, est la suivante:
1 4 9 36 81 324 729
0 23 0 0 0 0 0 0
1 333 11 228 4 2 0 0
2 1 1 206 11 28 2 1
3 0 0 8 0 52 0 1
4 0 0 0 0 1 0 1
Pour |t|6245, nous n’avons retenu que le rang analytique calcule par
nos soins, en ve rifiant qu’il co@ ncidait avec les valeurs exactes retourne es
164 FRANCK LEPRE VOST
par mwrank et qu’il restait dans tous les cas dans l’intervalle autorise de ter-
mine par ce dernier.
Au total, sur les 8766 courbes correspondant a |t|<50000, la re partition
du rang des sous-groupes engendre s par S0 , ..., Sl en fonction du rang des
courbes est:
0 1 2 3 4 5
0 52 (0.5930) 0 0 0 0 0
1 8 (0.0910) 2902 (33.1050) 0 0 0 0
2 0 3325 (37.9310) 1003 (11.4420) 0 0 0
3 0 569 (6.4910) 455 (5.1910) 342 (3.9010) 0 0
4 0 12 (0.1370) 28 (0.3190) 31 (0.3540) 34 (0.3880) 0
5 0 0 0 0 1 (0.0110) 4 (0.0460)
Pour 4337 de ces courbes, soit 49.4750, l’indice I de (S0 , ..., S l) dans
Et(Q)Et(Q)tors est fini. C’est en particulier le cas des courbes elliptiques
associe es a t=32009, 42817, 46548 et &24300, valeurs de t pour lesquelles
le nombre de repre sentants des classes de Z-e quivalence de polyno^mes
cubiques unitaires de discriminants t est maximal (voir section 1), dont les
rangs respectifs sont e gaux a 5, 5, 3 et 2, et l’indice I respectivement a 729,
729, 9 et 1.
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